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Resumen: La ecuacidn del calor se ha consolidado como uno de los modelos matematicos
fundamentales de la fisica matematica para estudiar los fendmenos de transferencia de
energia térmica. En este trabajo se presenta una solucion analitica para la ecuacion del calor
tridimensional en un paralelepipedo sometido a diferentes temperaturas impuestas en cada
una de sus seis caras. El andlisis se basa en el método de separacién de variables y el
desarrollo en series de funciones ortogonales. Se analiza un caso representativo de hueco
térmico cuya evolucion esta determinada por condiciones de frontera no homogéneas en
un dominio tridimensional. Como consecuencia, se observa la necesidad de resolver la
ecuacion de Laplace con el fin de obtener la distribucién de frontera tridimensional. Al
analizar la evolucion temporal, se observa un comportamiento consistente con las
predicciones del modelo de la ecuacion del calor y en concordancia con las leyes vigentes
de la termodinamica.

Palabras clave: ecuacién del calor, conduccién térmica tridimensional, condiciones de frontera no
homogéneas.

1. Introduccion

El estudio del calor y otras magnitudes fisicas ha propiciado el desarrollo de
esquemas cientificos que permiten reproducir algunos fenémenos fisicos en forma
controlada. Frecuentemente, el estudio de estos fen6menos no se puede realizar de
manera directa, debido a que estos dependen de varios factores sobre los cuales no
se puede tener un control completo y que, en ocasiones, quedan fuera del alcance
del experimentador [1]. Dichos factores pueden estar relacionados con limitaciones
econdmicas, con el empleo de materiales atin no explorados, con la necesidad de
condiciones ideales o con la ausencia de muestras con caracteristicas especiales. Es
por ello que los investigadores se ven obligados a reproducir los fendmenos bajo
condiciones restringidas. Actualmente, con el desarrollo de la tecnologia, existen
diversos recursos con este proposito, como herramientas computacionales y
software especializado [2,3].

Debido a lo anterior, es necesario recurrir a la modelacién cientifica [1,4,5], la
cual permite reproducir un fenémeno fisico que no puede ser estudiado en forma
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directa proporcionando una representacién aproximada a la situacién real. Sin
embargo, aun cuando el modelo esta sustentado loégica y matematicamente siendo
consistente con los modelos existentes, la experimentacién sigue siendo el criterio
que determina su validez [6-8]. Ejemplos notables de este concepto, en particular en
la Fisica [9] incluyen la prediccion de la antimateria a partir de las ecuaciones de
Dirac [10], las ondas gravitacionales [11] o el bos6n de Higgs [12].

En este contexto, se utiliza el modelo matematico de conduccién del calor,
propuesto originalmente por Fourier [13] que, a la fecha, constituye una teoria
consolidada, para analizar fenémenos de transferencia de energia térmica. Este
modelo ofrece un esquema a partir del cual se pueden obtener soluciones analiticas
que permitan comprender con mayor profundidad el comportamiento de la
evolucion de la temperatura.

En este trabajo se presenta una solucién analitica para la ecuacién del calor
tridimensional en un paralelepipedo sometido a condiciones de temperaturas
prescritas y diferentes en cada una de sus seis caras. El modelo considera un medio
homogéneo e isotrépico con propiedades térmicas constantes. Mediante la
aplicacion del método de separacion de variables y el desarrollo en series
ortogonales, se obtiene una expresion analitica para la distribuciéon espacial de
temperatura dentro del dominio. La solucién derivada satisface rigurosamente la
ecuacion del calor y las condiciones de frontera impuestas. Con el propdsito de
ilustrar la aplicabilidad del modelo, se presentan resultados para un escenario
térmico representativo, mostrando la influencia de las temperaturas de frontera
sobre el campo térmico tridimensional. Los resultados obtenidos constituyen una
referencia util para la validacion de métodos numéricos y para el analisis de
problemas de conduccion de calor en geometrias rectangulares [14,15].

La principal fortaleza de este trabajo radica en que no se limita a presentar una
soluciéon de la ecuacion del calor, sino que desarrolla de manera explicita y
sistematica el problema tridimensional con condiciones de frontera no homogeéneas
en un paralelepipedo. El estudio integra la deduccidn fisica basada en el principio de
conservacion de la energia, el tratamiento analitico mediante separacion de
variables y series ortogonales, y la ilustracidon de la solucién a través de un caso
representativo de interés aplicado.

En conjunto, el manuscrito proporciona una exposicion detallada y accesible de
un problema que con frecuencia se presenta de forma resumida en la literatura,
constituyendo una referencia util tanto para fines didacticos como para la validacion
de métodos numeéricos.

En la siguiente secciéon se presenta un panorama fisico para reconocer las
cantidades fundamentales, que intervienen en la caracterizacion del modelo del
calor asi como su definicion. En el apartado 3 se establece el principio universal de
la conservacién de la energia como el pilar esencial en la deduccién del modelo. Los
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resultados principales, a manera de consecuencia y ejemplos del modelo
desarrollado en el apartado anterior de este articulo, se exponen en la seccién 4.
Finalmente, en la seccién 5, se describen las conclusiones, asi como las ideas que se
abordaran en un articulo posterior.

2. Formulacién matematica

Los fenémenos de propagacion de la energia térmica que se presentan en un
s6lido, se describen a partir de la dindmica del calor que se transfiere tanto al
interior como al exterior del cuerpo. Para ello es necesario preservar el principio
universal de la conservacion de la energia durante un proceso evolutivo [16,17].
Podemos enunciar la conservacién de la energia para un sélido arbitrario en la
forma que sigue

cambios en la cantidad de calor = flujo de calor interno o externo
+fuentes de calor

Los cambios que surgen en la cantidad de energia térmica en el objeto de estudio,
son expresados como de/dt, que es la derivada parcial con respecto del tiempo t (en
minutos). El flujo de calor que penetra o escapa en el cuerpo a través de una
determinada seccidn transversal de superficie finita, se expresa por medio de una
funcién que depende de las coordenadas espaciales ¥ = (x,y,z) y el tiempo (t),
usualmente se denota por ¢(%,t) y esta dada en unidades de calor sobre tiempo
sobre superficie (J/sm? en el SI). Finalmente pueden existir aportaciones internas
de calor posiblemente por reacciones quimicas, nucleares o de otra naturaleza al
interior del objeto, expresadas a partir de una funcién Q (%, t) (J/sm? en el SI).

Al formular matematicamente lo anterior se obtiene lo siguiente

de
57 =& D +QE 0. (1)
Se puede suponer un so6lido arbitrario tridimensional que ocupa un volumen V,
en este caso se suman todas las contribuciones a la cantidad de energia térmica total
del objeto, para ello se postula la funcién u(%, t) la cual describe la distribucién de
temperatura como una magnitud fisica, macroscépicamente medible. Asimismo, se
introduce la funcién @ (¥, t) denominada vector de flujo calérico, que determina la
direccion de propagacidn del calor al interior o exterior del s6lido. Para los fines del
presente trabajo, se omiten los detalles para la deducciéon completa de la expresién
siguiente

ou(x,t)

c@p(H)——=-V-3(E D +QE 1) (2)
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= —=r= a x a a 7z — > - - - -
donde V- p(x,t) = % + aiyy + a—(’;, con ¢(x,t) = ((px(x, t), ¢y (X, 1), o (X, t)), p (%)
es la densidad de masa y c(X) es el calor especifico. Esta expresién corresponde ala

ecuacion del calor (o difusién).

En 1822 Joseph Fourier formulé el principio por el cual se conduce el calor a través
de objetos metalicos bidimensionales [18], el cual es proporcional al negativo del
gradiente de temperatura @(%,t) = —K,(¥)Vu(#,t) donde el término K,(X) se
conoce como conductividad térmica y puede depender del material.

Finalmente, al sustituir en la ecuacién (8) se obtiene

c@®p@ =V (K@®Vu D) + Q& 0. 3)
Esta es la ecuacion del calor en su forma mas general.

En este trabajo, se asume que el material es homogéneo, uniforme e is6tropo por
lo que la densidad de masa, el calor especifico y la conductividad del mismo son
constantes. Asimismo, se ha supuesto que no existen fuentes de calor al interior del
cuerpo, es decir, Q(X,t) = 0 de esta forma la ecuacion del calor se expresa como

ou(x,t) _ (62u(55, t) N 0%u(x,t) N 0%u(%, t))

at 0x? dy? 0z? )

donde k = K, /cp es la Difusividad Térmica del material [15, 16].

3. Solucioén al problema de Dirichlet

En esta seccion encontraremos la solucién para la ecuacién 4 usando
coordenadas cartesianas en tres dimensiones. Como se muestra en la figura 1, se
considera un paralelepipedo con dimensiones L X M X N, es decir, el volumen esta
delimitado en la regién espacial V = {* e R/0 <x <L,0<y<M,0<z<N}.

y

u(x,y,0,t)=Ts
u(x,M,z,t) =T,

u(0,y,z,8) =T, —|-- .z =T,

A i "t
l’ ~.
1’ ‘-"-\
,0,z,t) =T
[4(z.0.0.0) = T
z

Figura 1: Un sdlido rectangular ideal con las 6 caras sometidas a distintas temperaturas en el caso
general.

Te—————
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3.1 Caras de un paralelepipedo aisladas

La ecuacién 1 en coordenadas cartesianas se puede resolver usando el método de
separacion de variables [16,17,19]; se propone la solucién en la forma u(X,t) =
X(x)Y(y)Z(2)T(t),lo que nos lleva al sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
siguiente

dZ—()+ q’kT(t) =0 (5)
% +22X(x) = 0
d;’;(zy L v =0
dZdZZ(ZZ) +v2Z(2) = 0

con g2 = A% + p? +v2,

Para resolver el sistema de ecuaciones (5) supondremos que todas las caras del
paralelepipedo estdn aisladas, en la figura 1 se elige T; = T, = -+ = Tg = 0, es decir,

u(0,y,z,t) =0 u(L,y,z,t) =0
u(x,0,z,t) =0 ulx,M,z,t) =0 (6)
u(x,y,0,t) =0 u(x,y,N,t) = 0.

Las condiciones (6) junto con el sistema (5), caracterizan un problema de Sturm-

TT'LT[ nm
Louville, donde los eigenvalores obtenidos son A = ,y =—v=—conlmn=

. . . l
1,2,3,...y el conjunto de eigenfunciones ortogonales son sen (?) sen (%)

sen( i ) respectivamente, junto con la eigenfuncién T(¢) = e~4°*t, Por lo tanto, se

tiene la solucidn general

ulx,y,zt) =

i i i ApnnSen (lnx) sen (m]:;y) sen (%) (7)

=1 m=1n=1

(Im)?  (mm)? | (nm)?
)(e_( Z T M2 N2 )“t

Como se puede observar, esta solucion corresponde a una superposicion de
funciones armonicas ortogonales para cada dimension espacial, asimismo el
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término exponencial decreciente asegura la integrabilidad de la solucién. Se ha
supuesto que inicialmente se tiene una distribucién de temperatura especifica,
matematicamente

ulx,y,z,t =0) = f(x,y,2). (8)

Para completarla, se ajusta la expresién (7) a la condicion inicial (13) al
expresarla como combinacién lineal de las funciones armoénicas, para ello es
necesario calcular los coeficientes de Fourier mediante la férmula

Ammn =
N L M
| | [ rex 9
000
lmrx m n
sin (HT) sin (Tny) sin (%) dxdydz.

La solucién general corresponde a la expresion (7) junto con (9).
3.2 Caras de un paralelepipedo a temperaturas constantes diferentes

Las caras de un paralelepipedo no necesariamente deben ser aisladas. En este
articulo se aborda el problema cuando éstas poseen diferentes temperaturas en
cada una de ellas, para ello las condiciones de frontera son

u(0,y,z,t) =T, u(L,y,z,t) =T,
u(x,0,z,t) =Ty u(x,M,z,t) =T, (10)
u(x,y,0,t) =Ts u(x,y,N,t) = T,.

Para encontrar una solucion que satisfaga (7) junto con (6) y (10), buscamos una
funcién que describa la distribucién de temperaturas para el caso estacionario que
llamaremos g(%); esta funcién tiene la condicién g,(¥) = 0, por lo tanto V?g(¥) =
0, la funcién g(X) satisface la ecuacion de Laplace [17,19]. La solucién se propone
entonces de la siguiente forma [16]

u(X,t) = v, t) + gx) (11)
donde
6
9@ =) gi@. (12)

Cada funcién g;(x) satisface las condiciones de frontera parcial
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9:100,y,2) =Ty g1(x,M,z) =0
gl(L;yrZ) = O gl(xiy! O) = 0 (13)
91(x,0,2) =0 g1(x,y,N) =0

respectivamente para cada cara. En consecuencia, la funcién v(X,t) satisface la
ecuacion del calor con las condiciones

u(0,x,y,t) =v(0,x,y,t) + g(0,x,y). (14)

Dado que u(0,x,y,t) = g(0,x,y) =T, , se observa que la funcién v(0,x,y,t)
satisface condiciones de frontera homogéneas descritas en la primera parte de esta
seccion. Dicha funcién se resuelve en la forma descrita en la seccién 3.1 por lo que
la funcion v(0, x, y, t) se escribe en la forma (7). Asimismo, la condicion inicial se
calcula como

u(x,v,z,0) = v(x,v,2,0) + g(x,y,2) (15)

o bien

v(x,y,Z,O)=f(x,y,z)—g(x,y,z). (16)

La funcion v(x, y, z, t) se toma como la expansion en serie de Fourier para el caso
homogéneo presentado en la ecuacién (7), pero los coeficientes de Fourier
tridimensional [16,19], [20] se calculan por medio de la expresion

Apnn =
8 L M N
v | | [y - gty a1 x (a7)
000
~ Almx\  mmy\ @ mnz
sin (T) sin ( m ) sin <T) dxdydz.

4. Resultados

En esta seccidn se ilustra la efectividad y validez del modelo desarrollado en la
seccion anterior, mediante el analisis de un ejemplo significativo en las aplicaciones
de Ingenieria y Fisica. Se toma como objeto de partida un sélido tridimensional
cubico con fines de claridad y precision en la exposicién de la solucién. El sélido es
preparado inicialmente con una distribucién de calor que posee un hueco térmico
esférico central, el cual representa una situacién de interés practico. Cabe sefialar,
que un modelo cubico es ampliamente utilizado, dado que en la practica la mayoria
de pruebas fisicas realizables a un material sujeto a tensiones o esfuerzos mecanicos
utilizan esta geometria estandar ademas de impresiones tridimensionales [21,22].
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4.1 Hueco térmico tridimensional

Se considera el caso de un cubo aislado, para ello se asume que el volumen esta
delimitado en la formaV ={X e R/0<x < L,0<y <L,0 <z <L}, es decir, L =
M = N, como en la figura 2.

y u(x,y,0,t)=Tsg
u(x, Lz, t)=T, l

1 I
I\ "l
1 1’
H ’
i /
i
—
u(0,y,z,t) =T - | (Ly.zt) =T
1
i
R m———
/
td S
td S
’ -

Z |lu(x,y,Lt) =T, u(x,0.2,t)

Figura 2. Sélido clbico ideal donde las 6 caras se mantienen a temperaturas constantes.

En este caso la expresion (7) adquiere la forma
u(x,y,z,t) =

i i i AppnSin (hzx) sin (m:y )sin (?) (18)

=0 m=0n=0

% e —(12+m? +n2)a7z—2t

Se mantienen las condiciones de frontera e inicial (10) y (8) respectivamente.

4.1.1 Descripcion matematica del hueco térmico

Para esclarecer las caracteristicas del método desarrollado, supondremos
primeramente que la distribucion inicial se comporta como un hueco térmico
aproximadamente esférico, cuyo valor térmico aumenta exponencialmente hasta
alcanzar un valor maximo. La distribucién de temperatura es no uniforme, con un
valor minimo de 0°C en el centro del cubo y un valor maximo fijo de 90°C grados al
tocar las caras; matematicamente esto se expresa en la forma

f(x’ y’ Z) = a1(1 —_ e—ao((X—xo)z+(3’—YO)2+(Z—ZO)2))_ (19)

En la ecuacion (19), ay = W, a; = 90°Cy (xq, Yo, 2o) corresponde al centro

del cubo, cuyas dimensiones son de 0.01 m por lado [22].
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En la figura 3 se muestra la distribucién inicial de temperatura, graficada con una
dimension fija. En la figura 3 a se ha graficado la traza f(x,y,0.05), la cual
corresponde al tiempo t = 0 min; se ve claramente que al centro del cubo en la
coordenada (x = 0.05m,y = 0.05 m) tiene un valor térmico de T = 0°C y en las
caras aumenta a T = 90°C como valor maximo, observe la escala de temperaturas
en el extremo derecho de la figura.

Temperatura (°C)

f(x,y,0.05)

0.06

Temperatura( °C)
y (m)

0.04

0.00

.05
y(m) 0.02

0.05
X(mr) 0.00

0.10 0.00

a) b)

Figura 3. Traza de la distribucién inicial de temperaturas f(x,y,0.05) para un sélido cubico ideal
aislado. El inciso a) corresponde a la grafica tridimensional considerando una de las dimensiones fija
con z = 0.05 m. El inciso b) corresponde a las curvas de nivel correspondientes tomando z = 0.05m
fijo y graficando las dimensiones (x, y).

En la figura 3b se ha graficado un mapa de contorno z = 0.01 m para la misma
traza f(x,y,0.05) donde se puede apreciar un comportamiento inicial cuasi
esférico, sin embargo, es un incremento exponencial asintético a la temperatura T =
90°C como temperatura maxima en las coordenadas x, y, con z = 0.05m parat =
0 min.

4.2 Paralelepipedo a distintas temperaturas

En este caso abordaremos la situaciéon en la cual las caras del prisma se
mantienen a distintas temperaturas, revisamos el caso general y posteriormente se
plantean distintas situaciones de interés.

Como ya se mencion, las caras de un prisma no necesariamente deben ser
aisladas, en este caso se pueden mantener a una temperatura fija por lo que la
solucion a la ecuacidn del calor se modifica para incorporar dicha situacion. Las
condiciones de frontera son las que se enlistan en (10). De esta manera, las
condiciones ya no son homogéneas, pero si constantes. Para ello se propone una
distribucion de temperaturas en el caso estacionario g(X), bajo esta hipétesis, es
claro que g,(X¥) = 0y como consecuencia la funcién g(x) debe satisfacer la ecuacion
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0*9(®)  0°9() %9 _
dx2 dy? 0z2

(20)

que es la Ecuacién de Laplace [17,19]. La solucién entonces se plantea
como u(¥,t) = v(,t) + g(x¥) [16].

Para poder calcular V2g(¥) = 0, debemos hacer uso del principio de
linealidad aplicable en este caso dado que la Ecuacién de Laplace es una ecuacién
lineal, por lo tanto, la funcién g(X) se establece como la superposicién de seis
funciones g(x) = g;(X) + g,(%) + g5(X) + g.(X) + gs(¥) + g¢(X) y cada funcién
g;(X) satisface las condiciones de frontera de la forma (13), para la funcioén g, (x)
las condiciones de frontera serian

gZ(O;y;Z)=0 gz(x,M,Z,t)=O
QZ(L;%Z) =T2 gZ(xly'O't) =0 (21)
gZ(xJOFZ):O gz(x:y,N,t)ZO

y asi respectivamente para cada cara. La solucién v(0, x, y, t) satisface condiciones
de frontera homogéneas, por ejemplo u(0,y,z,t) =T, = v(0,y,z,t) + g(0,y,2z) =
v(0,y,z,t) + g,(0,y,z) = v(0,y,zt) + T;, de esta forma v(0,y,z,t) = 0, el mismo
andlisis se aplica para las restantes caras. Aplicando el método de separacién de
variables para resolver (20) sujeta a (10) se obtiene la solucidén general que se
muestra en el apéndice A.

La solucién mostrada en el apéndice A, considera el caso mas general para el cual
todas las caras se encuentran a distintas temperaturas, asi como las dimensiones del
prisma, sin embargo, teniendo en cuenta primordialmente la claridad en la
exposicion, restringiremos el analisis al caso ctibico para el cual las dimensiones de
las caras son L, en particular se toma el valor de 0.01 m por lado [22]. También
consideraremos que las caras perpendiculares a los ejes del espacio tridimensional
se encuentran a la misma temperatura, es decir Ty = T,,T3 =Ty, Ts = Tg con T; =
10°C, T; = 50°C, T5 = 90°C respectivamente.

Asimismo, es importante sefialar que la funcién g(¥) también se expresa como
una superposicién de funciones armonicas que convergen a la funcién en el limite
infinito. Naturalmente por las limitaciones computacionales y considerando que la
claridad en la exposicion se mantiene, se ha truncado la solucién en el apéndice
tomando hasta n=13 términos de la serie. Como consecuencia, en los valores
cercanos a la frontera de las caras e incluso en las caras se observan oscilaciones
propias de las funciones causadas por una parte, por el truncamiento, y por otra, al
fendmeno de Gibbs tipico de las series de Fourier para funciones continuas por
partes en el intervalo de interés [23]. Esto permite simplificar la expresion para g (%)
en gran medida y describir la dindmica de la distribuciéon de temperaturas sin
pérdida de informacion relevante.
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Temperatura(°C)
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Figura 4: Distribucién superficial de la Temperatura para la funcién g(x, y, z) del apéndice A donde se
han tomado los parametros L =0.10m, T, =T, = 10°C, T; =T, = 50°C, Ts = T = 90°C, conz =
0.05 m para un sdlido cubico ideal.

En la figura 4 se muestra la soluciéon de la ecuacién de Laplace dada en (20). Los
valores que se han tomado para ilustracién sonT; =T,,T; = T,,Ts =Tg con Ty =
10°C, T; = 50°C, T5 = 90°C respectivamente. En esta grafica se observa la funcion
g(x,y,z) fijando la coordenada z en el centro del cubo, como z = 0.05 m, de esta
manera, la grafica corresponde a las dimensiones x y y; en el eje vertical se tiene la
distribucion de temperaturas estacionarias. Es posible apreciar que en los valores
x=0m,0.1m yy = 0m,0.1 m coincide la temperatura previamente establecida
en las condiciones de frontera (10). Las fluctuaciones que se observan en las
fronteras corresponden al fendmeno de Gibbs, al utilizar funciones armoénicas como
aproximacion de la solucion, como se mencion6 anteriormente se han tomado solo
armonicos hasta n=13 [19]. De igual manera, la constante k se ha tomado con un

2
valor de 18 x 107° % de acuerdo con los resultados reportados en [22].

En la figura 5 se muestran los mapas de contorno vistas perpendicularmente a
los planos de las caras correspondientes. Por simetria de las temperaturas fijadas
T, =T,T; =T,Ts =T, en el ejemplo analizado, solo se muestran tres de las seis
caras del cubo de estudio, con T; = 10°C, T3 = 50°C, Ts = 90°C respectivamente.
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Figura 5. Mapas de Contorno para la funcién g(x, y, z) donde se han tomado los valores L = 0.10 m,
T, =T, =10°C, T; =T, = 50°C, Ts =T, = 90°C, a) isotermas de temperatura con z = 0.05 m. b)
isotermas de temperatura con y = 0.05 my c) isotermas de temperatura con y = 0.05 m.

En las graficas 5a y 5c, de acuerdo con la escala de temperaturas mostrada en la
misma figura, los gradientes de temperatura son graduales y semejantes dado que
las diferencias de temperatura AT =T; —T; = Ts — T3 = 40°C entre las caras
adyacentes, no son relativamente bruscas. En cambio en la figura 5b se observan
diferencias significativas en los cambios de temperatura entre las caras adyacentes
AT = Ts — T, = 80°C. En las tres figuras, 5a, 5b y 5c, se muestran nuevamente las
fluctuaciones que corresponden al fenémeno de Gibbs tomando n=13 [23].

4.3 Evolucion del problema de Dirichlet con un hueco térmico

En este apartado se analiza la evolucién del problema de Dirichlet considerando
la distribucion inicial del apartado 4.1.1. Se considera un cubo de dimensiones L =
0.1 m con temperaturas fijas y constantes en las caras del cubo como condiciones de
frontera. Para ello se utiliza la solucion u(x,y,z,t) descrita en la ecuacion (10)
donde se toma la funcién g(X) presente en el apéndice A, y descrita en el apartado
4.2. La funcién v(x,y, z, t) se toma como la expansion en serie de Fourier para el
caso homogéneo presentado en la ecuacion (7), donde los coeficientes se calculan
usando la expresion (17) con L =M = N. Los resultados principales de la
modelacion de la distribucién de la temperatura de esta situaciéon se muestran en
las graficas 6 y 7. Los resultados se obtuvieron con el software Wolfram
Mathematica version 14.2. La suma en la solucién se tomé hastan = 11 lo que
arroja resultados suficientemente confiables. La evolucion se toma dentro de los

2
primeros 90 minutos y la constante k se ha tomado con un valor de 18 x 107° %
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u(x,0.05,0.05,1) u(0.05,y,0.05.1) u(0.05,0.05,2,t) Temperalura ("C)

a) b) c)

Figura 6. Graficas Tridimensionales para la evolucién de la funcion u(x, y, z, t) en cada cara, con L =
0.10 m. a) Traza de la funcién u(x, 0.05 m, 0.05 m, t). b) Traza de la funcién u(0.05 m,y,0.05 m,t) y
¢) Traza de la funcién u(0.05 m, 0.05 m, z, t).

Las graficas de la figura 6, reflejan la evolucién del problema planteado en el
parrafo anterior. En los primeros 20 minutos ocurren los cambios mas significativos
en la evolucion del sistema. En este lapso de tiempo, se observan las caracteristicas
de un hueco térmico, aparecen ondulaciones que corresponden a la suma de los
primeros 11 armoénicos esféricos, cantidad suficiente para apreciar el
comportamiento de la distribucidn inicial. Con el paso del tiempo en la figura 6a se
observa que en las caras perpendiculares al eje x se mantiene la temperatura de
frontera de T = 10°C. Sin embargo, el hueco térmico desaparece evolucionando a
una temperatura promedio superior de T = 52°C aproximadamente obligada por
las temperaturas de frontera en las caras. Esto se puede observar analogamente en
las figuras 6b y 6¢c donde las temperaturas de frontera también prevalecen en la
evolucion, pero el hueco térmico desaparece mientras la temperatura aumenta a
T = 52°C. En el caso de la figura 6b la evolucién hacia la temperatura promedio es
lenta y el gradiente de temperatura es moderado. En cambio, en la figura 6c la
temperatura de frontera, inicialmente de T = 90°C, desciende suavemente a T =
52°C.

u(x,0.05,0.05,t) u(0.05,y,0.05.t) 1(0.05,0.05.z.t)

Temperatura (°C)
~100

- 80

0.00

Figura 7- Mapas de Contorno para la evolucién de la funcién u(x, y, z,t) donde se han tomado los
valores L =0.10m,T; =T, = 10°C, T3 = T, = 50°C, Ts = Ty = 90°C, a) isotermas de temperatura
cony = z = 0.05 m. b) isotermas de temperatura con x = z = 0.05 m y ¢) isotermas de temperatura
conx =y = 0.05m.
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Asimismo, desde otra perspectiva y para mayor claridad en el analisis de la
evolucion térmica, se presentan en la figura 7, los mapas de contorno para una
variable espacial fija y otra temporal en los tres ejes x,y,z. En este caso los
comportamientos son visiblemente diferentes y nos dan una mayor precision en las
isotermas que ocurren al interior del sélido cubico. Los gradientes de temperatura
son marcados en los primeros 20 minutos de evolucién. Nuevamente las
temperaturas en las caras perpendiculares respectivas de cada eje espacial son
estables a lo largo de la evolucién mostrando un incremento de temperatura en el
punto central del s6lido cubico pero la evolucidn es distinta desde cada una de las
caras hacia el interior.

En la figura 6a se observa que, en las caras perpendiculares al eje x se mantiene
la temperatura de frontera de T = 10°C, suponiendo que este valor térmico es
relativamente bajo, los cambios son mas abruptos aumentando hacia el centro a la
temperatura promedio de T = 52°C. En el caso de la figura 7b la fluctuacién es
ligeramente suave dado que la temperatura en las caras perpendiculares al eje y es
aproximadamente igual al valor térmico promedio al que se converge en la
evolucion. Esto se puede apreciar en las tonalidades presentes en las figuras,
comparadas con la escala mostrada en el extremo derecho de la figura 7. En cambio
en la figura 7c, la temperatura de las caras perpendiculares al eje z desciende dado
que es superior al valor promedio de T = 52°C que se alcanza en la evolucidn.

Es evidente que los fendmenos térmicos han sido estudiados con minuciosidad
desde hace mas de trescientos afios. De igual forma la teoria aceptada y funcional
que los describe se sustenta en la Ecuacién del Calor que nacié casi en el mismo
periodo de tiempo. Aun cuando los métodos matematicos para resolver problemas
aplicados se han fortalecido con el desarrollo de la tecnologia, la forma de abordar
y exponer el fendmeno térmico puede ser en algunos casos no tan clara. En el
trabajo de Abdisa [24] se hace una excelente exposicion de la solucion a la ecuacion
del calor incluyendo el método de la transformada de Fourier pero se restringe al
caso unidimensional. Muchos trabajos se centran en el marco de una variable
temporal y una espacial por ser mas sencilla la interpretacion, pero para problemas
practicos se requiere la expansiéon a 3 dimensiones. Asi también lo hacen en el
trabajo de Zathiha [25] donde la exposicion aborda el caso de una varilla
unidimensional donde se analizan las soluciones en términos de series de Fourier y
su rapidez de convergencia a la soluciéon fundamental.

A diferencia de esos trabajos, en el presente manuscrito, se contempla una
deduccion minuciosa de la Ecuacion del Calor, exponiendo las ideas fundamentales
de la fisica que se encuentra detras de su solucién. Ademas se mantiene el enfoque
de tres variables espaciales considerando un s6lido general y el tiempo para la
evolucidn, la exposicion se realiza considerando principalmente la claridad en el
desarrollo. Asimismo Khan et al. [26] encuentran soluciones para las ecuaciones de
calor y de onda de orden fraccionario, éstas se resuelven mediante el uso del método
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de descomposicion basado en la transformada natural. Aun cuando se resuelve la
ecuacion del calor, el objetivo principal en este articulo es destacar la aplicabilidad
del método propuesto como una herramienta util en la solucién de ecuaciones
diferenciales parciales. Esto hace que la exposicion sea matematicamente
especializada y también en dichos trabajos se centran en una dimension espacial y
el tiempo. En contraste, nuestro trabajo busca enfatizar el origen fisico de la
ecuacion del calor y la claridad en la deduccion de la solucién ampliada a tres
dimensiones mas el tiempo, se aborda un caso ilustrativo de aplicaciéon que resulta
interesante en varios campos de la ingenieria, fisica, quimica, entre otras areas.

5. Conclusiones

En el presente trabajo se desarrolla, de manera clara y rigurosa, la solucién
analitica para la distribucién de temperatura en un paralelepipedo con
temperaturas constantes pero desiguales en las caras del mismo. El andlisis se hace
desde una perspectiva tridimensional con suficiente generalidad, con el fin de
establecer un marco teérico para diversos estudios de interés. Asimismo, el presente
trabajo constituye una referencia util para la validaciéon de métodos numéricos y
para el andlisis de problemas de conduccidn de calor en geometrias rectangulares.
En particular para ilustrar la solucién obtenida se analiza la distribucién térmica en
el caso de un solido cubico, donde las caras paralelas se mantienen a la misma
temperatura y existe inicialmente un hueco de temperatura central.

En el anadlisis hecho en este articulo, se ha observado que se requieren
condiciones de frontera para las cuales es necesario resolver la ecuacion de Laplace
no trivial con el fin de obtener la distribucion de frontera tridimensional. Asimismo
al analizar la evolucion temporal, se observa un comportamiento consistente con las
predicciones del modelo de la ecuacion del calor y en concordancia con las leyes
vigentes de la termodindamica. En particular, para el caso de un hueco térmico, se
registra una redistribucion homogénea de temperatura para alcanzar un valor
constante en la evolucion del sistema bajo las condiciones de frontera fijas y el
truncamiento de la serie utilizado. En las caras del cubo se observa que la
temperatura desciende al valor de equilibrio y en otras caras aumenta al mismo, lo
cual es un resultado relevante ya que, en el caso aislado, se esperaria que la
temperatura dentro del s6lido disminuyera con el tiempo.

Este caso se estudio bajo condiciones de frontera a temperatura fija, donde el
objeto posee una distribucién uniforme de temperatura en la frontera. El estudio de
configuraciones con dimensiones diferentes del paralelepipedo y temperaturas
desiguales en cada cara se reserva para una futura ampliacion de este trabajo.
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Apéndice A

En este apartado se muestra la solucién general a la Ecuacién de Laplace
aplicando el método analitico de separacion de variables como se mencion6 en la
seccion 4.2 la solucién se presenta como una superposiciéon de soluciones que
resuelven las condiciones de frontera (13) en este caso, la solucién (16) se obtiene
incorporando las siguientes expresiones

91(x,y,2) =
S st 1 (2 (B - Jsen (2 oen (B) a1
o = (031~ cosm). “wo
mnsent (.| () + (3) )
9:(x,y,2) =
2SS Bsenn| 1 () 4 (2 x Json (P2 sen () (a5)
con o
I cos(mm))(1 _ cos(nnz))’ 4.8
mnsent (L () + (5)')
93(x,y,2) =
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_ (1= cos(Im))(1 - cos(nm))

A 2 -, (4.6)
Insenh <—TL’M (%) + (%) )
94(x,y,2) =
%2 Z Dy, senh <Tl’ (%)2 + (%)2 y> sen (lnTx> sen (%) (A.7)
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D, = (1 - cos(im))(1 —Zcos(nnz))‘ 48
Insenh (nM (%) + (%) )
gs(x,y,2) =
4—7;551 i E,;,, senh <T[ ’(é)z + (%)2 (z - N)> sen (lnTx> sen (ml;ry) (4.9)
=1 m=1
con
B, - (1—-cos(im))(1 - EOS(TMT)) ' (4.10)
Imsenh (—nN (%) + (%)2>
9ge(x,y,2) =
4—7;65: i F,,,, senh <n (%)2 + (%)2 z> sen (lnTx> sen (%) (28)
=1 m=1
con
- (1—-cos(im))(1 - cos(mn)). (4.11)
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